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 حق مالکیت اثر

  

باشد، لذا هرگونه می نویسرنامهبسازي این متن، آموزش فنون از آنجایی که هدف گروه ایده از آماده

ت. ولی اس بلامانعاز کل یا بخشی از این اثر، با ذکر منبع و یا بدون ذکر منبع  برداريکپی نشر و

سازي این اثر، انتفاع مادي و معنوي از این اثر به هر صورت نظر به صرف وقت و هزینه براي آماده

 گردد. قابل تصور، بدون هماهنگی با ناشر و مؤلف موجب ضایع نمودن حق صاحب اثر می



 

www.iranIDEA.net 
 

 فهرست

 1  ......................................................................................................................................................................................................................   مقدمه .1

 1 .......................................................................................................................   محدود اجزاء معادلات .2

 1 ........................................................................................................................... یسخت سیماتر. 1,2

 4 ................................................................................................................................ تنش روابط. 2,2

 5 ............................................................................................... ییجابجا بردار و یسخت سیماتر اصلاح. 3,2

 6  ...........................................................................................................................................................................................................   مسئله صورت .3

 MATLAB ............................................................................................................................... 7 برنامه .4

 7 ............................................................................................................................... یاصل برنامه. 1,4

 conductor( ...................................................................... 11( المان طول و يهاد نوسیکس محاسبه تابع. 2,4

 element_stiffness( ................................................................ 12( المان هر یسخت سیماتر محاسبه تابع. 3,4

 total_stiffness( ............................................................................ 12( کل یسخت سیماتر اسبهمح تابع. 4,4

 element_stress( ............................................................................. 13( المان هر در تنش محاسبه تابع. 5,4

 14  ........................................................................................................................................................................................................   جینتا یبررس .5

 15 .................................................................................................... يمرز طیشرا عنوان به ییجابجا اعمال .6

 15 ........................................................................................................................... مسئله صورت. 1,6

 MATLAB ....................................................................................................................... 15 برنامه. 2,6

 16 ............................................................................................................................. جینتا یبررس. 3,6

 17 .......................................................................................................................................   نیتمر .7

  



 

www.iranIDEA.net 
 

  توجه
 

چون  دانلود شده موجود است. rarدر این مجموعه آموزشی، در فایل  شدهاستفادههاي فایل mتمام 

افزار بر روي فولدر این نرم Current Folderباید  حتماً توجه شود کهباشد، این برنامه داراي تابع می

.مجموعه تنظیم شود
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  مقدمه .1

ر این دتوانند تحیت فشار یا کشش باشند. باشد. به همین دلیل این اعضا فقط میمطابق تعریف خرپا شامل اعضاي دو نیرویی می

. اندهاي بدون اصطکاك در دو انتها به هم وصل شدهشود و تمام اعضاء توسط پینها به مفاصل وارد میالعملسازه تمام نیروها و عکس

شود. در این مجموعه هدف استفاده از روش اجزاء نیرو در هر عضو از روش مفصل یا روش برش استفاده میدر استاتیک براي محاسبه 

همچنین باید توجه داست که روش اجزاء محدود  باشد.ها میاستخراج نتایجی همانند جابجایی و تنش در اعضا و مفصلمحدود براي 

  استاتیکی رویکرد حل برابر دارد. نامعینهاي معین یا براي سازه

  معادلات اجزاء محدود .2

  ادامه آورده شده است.کنیم که این دو در را در دو بخش ماتریس سختی و رابطه تنش دنبال می معادلات

 . ماتریس سختی1,2

آن در عمود بر محور  yآن در راستاي محور عضو و محور  xیک عضو دو نیرویی را در دستگاه مختصاتی که محور  1همانند شکل 

به شود که همواره ) گفته میLocal Coordinate Systemعضو است، فرض کنید. به این دستگاه مختصات دستگاه مختصات محلی (

  کند. عضو چسبیده و به همراه آن دوران می

  
توان بگیریم می نظرزیر در مختصات محلی در  به صورتها) را جابجایی و نیروي اعمالی به دو سر عضو (گره 2 اگر همانند شکل

  رابطه هوك را به صورت زیر نوشت:

)1(  

 
�� =

����

��
��� − ���        �� = 0

�� =
����

��
(�� − ��)        �� = 0

 

با توجه به این که این سازه فقط در  باشد.مدول الاستیک می ��، طول المان و ��، مساحت سطح مقطع المان، ��در این رابطه 

  اي صفر هستند.و نیروي گرهکند، در راستاي عمودي هر دراستاي محوري نیرو تحمل می
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  توان به فرم ماتریسی زیر نیز ارائه نمود.را می 1معادله موجود در رابطه  4

)2(  
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  کنیم.زیر خلاصه می را به فرم 2رابطه 

)3(   � = �� 

ماتریس سختی در  �اي در مختصات محلی و بردار جابجایی گره �اي در مختصات محلی، بردار نیروي گره �که در این رابطه 

  مختصات محلی است.

) Global Coordinate Systemآن را در دستگاه مختصات جهانی ( 3دهیم همانند شکل دوران می θحال عضو قبلی را به اندازه 

XoY هیم. توجه شود که دستگاه مختصات محلی با عضو به اندازه دقرار میθ .دوران کرده است  

 
اي در مختصات محلی مرتبط ها را به نیروهاي گرهاي در مختصات جهانی رسم شده که باید این نیرونیروهاي گره 4همانند شکل 

  در مختصات جهانی در راستاي مختصات محلی همانند روابط زیر تصویر کنیم.اي کنیم. براي این کار باید نیروي گره

)4(  

 �� = ��,� cos(�) + ��,�sin(�)    

�� = −��,� sin(�) + ��,� cos(�)

�� = ��,� cos(�) + ��,� sin(�)   

�� = −��,� sin(�) + ��,�cos(�)

 

�با تغیر متغیر به صورت  = cos(�)  و� = sin(�) را در فرم ماتریسی زیر نوشت. 4توان رابطه می  

)5(  
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  توان به فرم زیر خلاصه نمود:رابط را نیز می که این

)6(   � = �� 
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 5به همین ترتیب مطابق شکل  ماتریس تبدیل دستگاه مختصات است. �اي در مختصات جهانی و بردار نیروي گره �، 6در رابطه 

  توان براي جابجایی در مختصات جهانی و محلی رابطه زیر را نوشت.می

)7(  

 �� = �� cos(�) + �� sin(�)    

�� = −�� sin(�) + �� cos(�)

�� = �� cos(�) + ��sin(�)   

�� = −�� sin(�) + ��cos(�)

 

  که این رابطه هم با تغیر متغیر قبلی به فرم ماتریسی زیر قابل نمایش است.

)8(  
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  توان این رابطه را به صورت زیر خلاصه نمود.که می

)9(   � = �� 

  توان نوشت:می 3ه در رابط 9و  6حال با قرار دادن رابطه  اي در مختصات جهانی است.بردار جابجایی گره �، 9در رابطه 

)10(   �� = ��� 

  توان نوشت:جابجایی می-براي تبدیل این رابطه به رابطه نیرو

)11(   � = ������ 

  ایم. به این ترتیب رابطه هوك را در مختصات جهانی نوشته
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  زیر نوشت. به صورتتوان ماتریس سختی در مختصات جهانی را حال با مقایسه این رابطه و رابطه هوك می

)12(  

 

� =
����

��
�

� −� 0 0
� � 0 0
0 0 � −�
0 0 � �

� �
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� � 0 0
−� � 0 0

0 0 � �
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� 

  زیر قابل استخراج است. به صورتبا اجراي ضرب ماتریسی فوق، ماتریس سختی 

)13(  

 

� =
����

��
�

�� �� −�� −��
�� �� −�� −��

−�� −�� �� ��
−�� −�� �� ��

� 

در واقع کسینوس هادي  �و  �توان دریافت که توجه می یهمچنین با کم آید.می به دستبه این ترتیب ماتریس سختی هر المان 

  ند.باشهر المان می

 . روابط تنش2,2

  زیر نوشت: به صورتتوان توان تنش در یک عضو را میدر دستگاه مختصات محلی می

)14(   � = ��� 

  زیر نوشت: به صورتتوان اي در راستاي المان میکرنش را با توجه به جابجایی گره

)15(  
 

� =
��� − ���

��
 

  توان نوشت:می 15و  14از روابط 

)16(   
� =

��

��
��� − ��� 
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  شود:زیر نوشته می همانند اي در مختصات محلیبا بردار جابجایی گره ماتریسی به صوتکه این رابطه 

)17(  

 

� =
��

��

[−1 0 1 0] �

��

��

��

��

� 

  شود:زیر حاصل می به صورتبراي هر المان در مختصات جهانی  رابطه تنش 17در رابطه  8با قرار دادن رابطه 

)18(  

 

� =
��

��

[−1 0 1 0] �

� � 0 0
−� � 0 0

0 0 � �
0 0 −� �

� �

��

�� 
��

��

� 

  با انجام ضرب ماتریسی خواهیم داشت:

)19(  

 

� =
��

��

[−� −� � �] �

��

�� 
��

��

� 

  . اصلاح ماتریس سختی و بردار جابجایی3,2

سئله اي در مجابجایی گره به صورتباشد. شرایط مرزي بعد از ایجاد ماتریس سختی و بردار نیرویی، نویت به اعمال شرایط مرزي می

د شوخطاي ساخت در طول یک عضو باشد که باعث می ثلاًمممکن است خود یک بار اعمالی باشد و یا  شود. این جابجاییمشخص می

 گاه اینحتی ممکن است با اعمال یک تکیه خود قرار گیرد. جاي سردر زمان مونتاژ سازه، یک قطعه با کشش یا فشرده شدن اولیه 

 مقدار ثابت در بردار یکدن آید هم باعث ظاهر ش به وجودجابجایی تبدیل به مقدار صفر شود. در هر صورت اگر این وضعیت در مسئله 

شود که به فقط در گاه میالعمل در تکیهتواند باعث ایجاد نیروي عکسشود و هم در شرایطی می 20مجهولات جابجایی در دستگاه 

ه ک شودمی 20اي در رابطه یک مقدار مجهول در بردار جابجایی گره به صورتالعمل انتهاي حل قابل محاسبه است. این نیروي عکس

  شوند.مانع از امکان حل این دستگاه می

)20(   �� = � 

گاهی را در ماتریس سختی حذف براي رفع این مشکل دو روش وجود دارد. در روش اول باید سطر و ستون متناظر با مقدار تکیه

ل از بردار جابجایی حذف مجهو مقدار کاراي حذف شود (با این نمود و براي حفظ درجه دستگاه، همین عنصر از بردار نیروي گره

اي دیگر هم بعد با درجه آزادي مجموعه کند و در نهایت بردار جابجایی گرهشود). باید توجه داشت با این کار درجه دستگاه تغیر میمی

  حذف شده بود را باز بردار جابجایی برگردانیم.  قبلاًمقادیر مرزي که  مجدداًنیست و لازم است بعد از حل 

 ه طوربکند. شود. به این ترتیب دیگر درجه دستگاه معتدلات تغیر نمیبجاي حذف کردن از صفر کردن استفاده  می در روش دوم

به را بسط دهیم  20ام از دستگاه معادلات �است. حال اگر سطر ��برابر  �ي مثال در نظر بگیرید جابجایی در راستاي مشخص در گره

  زیر خواهد بود. صورت

)21(   �(�, 1)�� + ⋯ + �(�, �)�� + ⋯ + �(�, �)�� = �(�) 

  توان آن را به سمت راست رابطه منتقل نمود.، می��با توجه به معلوم بودن مقدار 

)22(   �(�, 1)�� + ⋯ + 0�� + ⋯ + �(�, �)�� = �(�) − �(�, �)�� 

ام است. حال اگر از ابتدا رابطه را براي ستون �ردن تمام اعضاي ستون صفر ک معادلسطرها بنویسیم  تمامرا براي  22حال اگر رابطه 

در بردار جابجایی  �� ماًیمستقام نیز صفر شود. ولی براي این که بعد از حل �دادیم با استدلالی مشابه استدلال فوق باید سطر ام بسط می�

,�)�عنصر اي دیده شود باید گره قرار دهیم. همچنین  ��کرده و مقدار متناظر در بردار نیرویی را  1را بربر  یعنی عنصر روي قطر اصلی (�

(�)� به صورتبا اعمال این تغییرات باید بردار نیرویی  − �(�, هایی که و ستون بر بخش کنند تا اثر صفر کردن یک سطر رییتغ ��(�

رتیب به این ت آید.می به دستکامل  به صورتاي بردار جابجایی گرهبه این ترتیب در انتهاي حل،  گاه نیستند اثر نکند.داراي تکیه

  قابل ارائه است. 23رابطه  به صورتگاهی با اعمال یک شرط تکیه 20دستگاه معادلات 
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)23(  
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⎬

⎪
⎫

 

تغییر  ثلاًمناگفته مشخص است که اگر جابجایی در شرایط مرزي مقدار صفر داشته باشد، بسیاري از محاسبات فوق قابل حذف بوده (

(�)�بردار نیرویی با  − �(�, ها همگی از مقدار صفر پیروي د این که جابجاییرسد. در این برنامه با وجوتر به جواب میعیو کد سر ��(�

  شود.گاه بررسی میکامل نوشته شده است و در انتها یک مثال با جابجایی در تکیه به صورتکنند ولی باز هم کد می

  صورت مسئله .3

رگذاري نیز در آن گاهی و شرایط بااست که شرایط تکیه 6اي همانند شکل در این گزارش هدف آموزش روش اجزاء محدود در سازه

ز باشد بجبراي هر خرپاي دو بعدي دیگر می استفادهقابلها ي موجود تمام بخشمشخص شده است. البته باید توجه داشت در برنامه

ها و ماتریس اتصال المانی ، مختصات گرهانالمفقط خواص  است کافیهاي دیگر برنامه ). در بخشdisplacement resultبخش آخر (

  شود. اجراقابلي مرد نظر تا برنامه براي سازهتغیر کند 

  
  زیر است: به صورت 6هاي موجود در شکل وجه به شمارهها با تمختصات گره

y (m)  x (m)  Node Number 
0  0  1  
0  1  2  

0.8  1  3  
0.8  0  4  

 
��مدول الاستیک  = ��و سطح مقطع  ���200 =   موارد مطلوب است محاسبه: شخص بودن اینمبا  باشد.می���8

 ايبردار جابجایی گره  

 تنش در هر المان  

 گاهینیروي تکیه  
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 MATLABبرنامه  .4

اشد. باین بخش شامل شرح برنامه اصلی و  سه تابع مربوط به ماتریس سختی هر المان، ماتریس سختی کل و تنش در هر المان می

در ادامه خطوط برنامه شرح  دانلود شده از سایت موجود است. مجموعه درع است که به همراه سه تاب truss_2D_FEMنام برنامه اصلی 

  شود.داده می

 . برنامه اصلی1,4

 را پاك نمود. Command Windowتوان می clc: در این خط با دستور 8خط 

  را پاك نمود.  Workspaceتوان تمام متغیرهاي موجود در می clear: با دستور 9خط 

  باشند.ها میتقریباً بخش ثابت در تمام برنامه 9و خط  8توجه: خط 

م اعضا اشود. توجه شود که سطح مقطع براي تممدول الاستیک اعضا تعین می ��، سطح مقطع و ��: در این دو خط 13و  12خط 

  یکسان در نظر گرفته شده است.

 شدهاستفادهتعین شده است. براي این کار از یک ماتریس  با توجه به جدول صفحه قبل، مختصات هر گره 15: در خط 16و  15خط 

اعداد  کافی استام �ها است. به این ترتیب براي خواندن مختصات گره که داراي دو ستون است. تعداد سطرهاي ماتریس برابر تعداد گره

براي خواندن سطر و  sizeه شود که دستور ها خوانده شده است (توجتعداد گره lengthنیز با دستور  16ام را بخوانیم. در خط �سطر 

بعد ماتریس  نیتربزرگبر ماتریس اعمال شود،  lengthلی اگر دستور و براي خواندن طول بردار lengthستون ماتریس است و دستور 

   کند).را اعلام می

نیز از یک ماتریس با دو ستون  . در اینجاشدهخواندههاي هر المان ، شماره گره6با توجه به شکل  17: در خط 18و  17خط 

باشد. ها میام هر المان است. تعداد سطرها نیز برابر تعداد المان�ام و ستون دون مختصات گره �که ستون اول مختصات گره  شدهاستفاده

با استفاده از دستور  18ام را استخراج نماییم. همچنین در خط �که سطر  کافی استام، �هاي المان بنابراین براي خواندن شماره گره

length ها محاسبه شده است.تعداد المان  

توان می 2ها در عدد است. بنابراین با ضرب تعداد گره 2دو بعدي است برابر  مسئلههر گره با توجه به این که  يآزاد: درجه 20خط 

  درجه آزادي کل یا بعد ماتریس سختی کل را محاسبه نمود.

 15تریس سختی هر المان باید کسینوس هادي هر المان و طول المان محاسبه شود. از طرفی در خط : براي محاسبه ما23خط 

ها را محاسبه نمود. در این خط یک ماتریس با توان کسینوس هادي و طول المانها داده شده است و با این مختصات میمختصات گره

و ستون سوم طول هر المان  �، ستون دوم �و سه ستون دارد. ستون اول  ها داري سطر استکه به تعداد المان ایجادشدهاعضاي صفر 

 شود.است که در حلقه بعدي کامل می

  

clc 

clear all 

A_e=8; % unit mm^2, 
E_e=200; % unit MPa, 

node=[0 0;1 0;1 .8;0 .8]; % nodal coordinate, unit m, 
num_node=length(node); % number of node, 

element=[1 2;3 2;1 3;4 3]; % element connection, 
num_element=length(element); % number of element, 

DoF=2*num_node; % total degree of freedom, 

T=zeros(num_element,3); % T is a matrix, each row contains conductor vector  
                       % and element length, 
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ي بعدي تا در حلقه ایجادشده: در این دو خط نیز ماتریس سختی هر المان و ماتریس سختی کل با اعضاي صفر 26و  25خط 

و در هر  باشدها میکه تعداد صفحات آن به تعداد المان شدهاستفادهریس مکعبی تکمیل شوند. براي ماتریس سختی هر المان از یک مات

ماتریس ). 4شود درجه آزادي، پس درجه آزادي هر المان می 2گره دارد و هر گره  2دارد (چون هر المان  4x4صفحه یک ماتریس 

   تعریف شده است. 20سختی کل هم که با توجه به عبارت خط 

 در شود.ها تکرار میباشد. در این خط یک حلقه تکرار شروع شده که به تعداد المانغاز بخش اصلی برنامه می: این خط آ28خط 

  این حلقه قرار است بردار هادي هر المان، طول هر المان، ماتریس سختی هر المان و ماتریس سختی کل ساخته شود.

و  15هاي خط ها از ماتریسمختصات این گرههاي هر المان و شماره گرهدر بند بالا، باید  شدهگفته: براي محاسبه موارد 29خط 

شود. ریخته می nخوانده شده و در متغیر  elementهاي هر المان از ماتریس خوانده شود. براي این منظور در این خط شماره گره 17

 ام است.�به معناي تمام اعضاي سطر  element(i,:)توجه شود که عبارت 

خوانده شده  �ي شماره گره n(1)هر المان خوانده شود. براي این منظور با  �و  �: در این دو خط باید مختصات گره 31و  30خط 

خوانده شود. به این ترتیب مختصات  nodeام ماتریس n(1)شود که تمام اعضاي سطر از برنامه خواسته می node(n(1),:)و با دستور 

  ریخته شود. Jنیز انجام شده تا مختصات آن در عبارت  �ي شود. همین کار براي گرهمیریخته  Iدر عبارت  �ي گره

به تابع، مقادیر  -که در بند قبل ایجاد شد- �و  �ي گرهو ارسال مختصات  conductor: در این خط با فراخوانی تابع 32خط 

بعد شرح داده  بخششود. ساختار تمام توابع در ریخته می Tو همچنین طول هر المان در سطر معین ماتریس  �و  �کسینوس هادي 

  شود.می

، باید کسینوس هادي هر المان به همراه 13شود. با توجه به رابطه ماتریسی : در این خط ماتریس سخطی المان ساخته می33خط 

راخوانی اند. حال با فقادیر محاسبه شدهآید که تمام این م به دستطول و سطح مقطع و مدول الاستیک مشخص باشند تا ماتریس سختی 

شود. این ماتریس در صفحه مشخص از ساخته می 13به تابع، رابطه ماتریسی  شدهگفتهو ارسال مقادیر  element_stiffnessتابع 

  باشد.یس میام ماتر�هاي صفحه به معناي تمام سطر و ستون T(:,:,i)گیرد. عبارت قرار می 25ماتریس مکعبی ایجاد شده در خط 

و ارسال ماتریس سختی هر المان و ماتریس سختی کل، هر عنصر از ماتریس  total_stiffness: در این خز با فراخوانی تابع 34خط 

هاي هر المان نیز خوانده گیرد. براي تعین محل مناسب، باید شماره گرهسختی هر المان در محل مناسب از ماتریس سختی کل قرار می

ساختار تابع در بخش بعد شرح داده شده  گردد.نیز به تابع ارسال می nانجام شده است. بنابراین متغیر  29ن کار در خط شود که ای

  تا انتهاي این مرحله ماتریس سختی کل ایجاد شده است. است.

توان بردار ب 20 ه معادلاتاي را ایجاد نمود تا در نهایت با حل دستگا: بعد از ماتریس سختی کل باید بردار نیروي گره38خط 

 ار با اعضاي صفر ایجاد شده است. اي، یک برداي را محاسبه نمود. در این خط با توجه به بعد بردار نیروي گرهجابجایی گره

for i=1:num_element 

n=element(i,:); % extracting number of node for each element, 

I=node(n(1),:); % driving coordinate of i node, 
J=node(n(2),:); % driving coordinate of j node, 

T(i,:)=conductor(I(1),I(2),J(1),J(2)); 

k(:,:,i)=element_stiffness(A_e,E_e,T(i,:)); % stiffness of each element, 

K=total_stiffness(K,k(:,:,i),n); % total stiffness matrix, 

k=zeros(4,4,num_element); % "k" is stiffness matrix of each element, 
K=zeros(DoF); % "K" is total stiffness matrix, 

f=zeros(DoF,1); % nodal force vector, 
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در  2روي گره  200N، نیروهاي اعمالی شامل 6: در این خط باید شرایط بارگذاري اعمال شود. با توجه به شکل 40و  39خط 

ي مهم تعین کردن محل این دو مقدار در بردار نیروي باشد. نکتهمی Yخلاف جهت محور  3روي گره  250Nو نیروي  Xمحور راستاي 

�2در سطر  Xباشد، نیرو در راستاي محور  �ها استفاده کرد. اگر شماره گره اي است. براي این منظور باید از شماره گرهگره − و نیرو  1

نیروي گرهاي  بردار 6و سطر  3گیرد. بنابراین این دو نیرو به ترتیب باید روي سطر بردار نیرویی قرار می �2ر در سط Yدر راستاي محور 

 این دو خط اجرا شده است.قرار گیرد. این کار در 

ند. را باشمی گاههایی که داراي تکیهگاهی است. براي این منظور ابتدا باید گره: در این بخش نوبت به اعمال شرایط تکیه42خط 

شود،  مهار Xحرکت در راستاي  �شود، اگر در گره گاه در کدام راستا مانع حرکت میتعیین کرد. همچنین باید تعین شود که تکیه

�2جابجایی صفر مربوط به سطر  − به عنصر  مربوطمانع حرکت شود، جابجایی صفر  Yگاه در جهت اي و اگر تکیهبردار جابجایی گره 1

باید هایی که داراي مقدار جابجایی صفر هستند تعین شده است. ، سطر6در این خط با توجه به شکل  اي است.ردار جابجایی گرهاز ب �2

  شود که در بردار جابجایی مقدار مجهول دارد.گاهی) میاي (نیروي تکیهها باعث ایجاد نیروي گرهگاهتوجه داشت که وجود این تکیه

اي با توجه به درجات آزادي با اعضاي صفر ایجاد شده است. با توجه به روش مورد استفاده ار جابجایی گره: در این خط برد43خط 

  شود.توان این سطر را حذف نمود که در خطوط بعدي شرح داده میدر فرایند اصلاح ماتریس سختی، می

گاه با نیرو یا تکیه به صورتي در این مثال در برنامه قرار داده شده است. شرایط مرز comment به صورت: این خط 44خط 

 ه صورتبجابجایی باشد باید این جابجایی را  به صورتمرزي  طجابجایی صفر بود به همین دلیل به این خط نیاز نیست. ولی اگر شرای

یا خطاي طول در هنگام ساخت تواند شامل اعمال تغیر مکان در یک گره و این حالت می اي اعمال نمود.یک مقدار در بردار جابجایی گره

محل این عدد باز هم با توجه به  شود در فرایند ساخت و مونتاژ، قطعه با اعمال جابجایی سر جاي خود قرار گیرد.باشد که باعث میمی

�2این که جابجایی در کدام جهت است و شماره گره با همان سیستم  − شود. در انتها یک مثال با این وضعیت حل تعیین می �2و  1

  نیز اعلام شود. 42باید توجه داشت که این شماره باد در بردار خط  خواهد شد.

شود. با این وجود براي محاسبه نیروي می تغییرات: در مرحله بعدي با توجه به شرایط مرزي، ماتریس سختی دچار 45خط 

هیه لیل یک کپی از این ماتریس در این خط تباشد. به همین دتی کل به فرم ابتدایی آن میگاه نیاز به ماتریس سخالعمل در تکیهعکس

  شود.می

سختی و بردار نیرویی را اصلاح  ماتریس 3,2در بخش  شدهگفته: این خط آغاز یک حلقه است که در آن با توجه به موارد 46خط 

  شود.تعین شد، تکرار می 42گاهی که در خط کند. این حلقه به تعداد شرایط تکیهمی

نیز نشان داده  23باید بردار نیرویی را اصلاح کنیم. این اصلاحات در ماتریس رابطه  22با توجه به سمت راست رابطه  :48و  47خط 

,�)�ابتدا تفاضل از عبارت  48شده است. براي این امر در خط   reserved_Kهمان عبارت  K(توجه شود که این  شودمحاسبه می ��(�

باید توجه داشت در  گیرد.مقدار جابجایی بر روي عنصر بردار نیرویی قرار می 48و در خط  شده است) تغییراتدچار  Kباشد چون می

  دهند.ها، این خطوط عملیات خاصی انجام نمیگاهاین مثال به دلیل صفر بودن جابجایی در تمام تکیه

f(3)=200; % Unit N, 
f(6)=-250; % Unit N, 

prescribedDof=[1 2 4 7 8]; % supported node, 

U=zeros(DoF,1); % nodal displacement vector, 

% U(N)=u; % u is a known displacement in a Node, 

reserved_K=K;  

for ii=1:length(prescribedDof) % modification of nodal force vector and  
                               % total stiffness matrix, 

f=f-reserved_K(:,prescribedDof(ii)).*U(prescribedDof(ii)); 
f(prescribedDof(ii))=U(prescribedDof(ii)); 
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ام صفر شده �ات ماتریس سختی اعمال شود. در این بخش باید تمام اعضاي سطر و ستون : در این خطوط باید اصلاح52تا  50خط 

توان دستگاه اي و ماتریس سختی کل کامل شده و در بخش بعد میتا به این خط بردار نیروي گره شود. 1و عنصر روز قطر اصلی برابر 

  را حل نمود. 20معادلات رابطه 

توان آن را هاي مختلفی میو به روش است متقارن Kحل شود. در این دستگاه ماتریس سختی باید  20: دستگاه معتدلات 56خط 

  "\"از عملگر  کافی استوجود دارد،  MATLABشود. الگوریتم این روش در حل نمود. در این جا از روش حذفی گاوس استفاده می

   تقسیم استفاده کنیم. براي

در هر المان است. براي این کار ابتدا یک بردار با اعضاي صفر که تعداد سطرهاي آن : در این قسمت نوبت به محاسبه تنش 59خط 

  شود تا در مرحله بعد تنش هر عضو در آن سطر مناسب قرار گیرد.هاست ایجاد میبرابر تعداد المان

هاي هر المان خوانده شود ماره گرهشود. در آن قرار است ابتدا شها تکرار میاي است که به تعداد المان: این خط حاوي حلقه60خط 

  تنش در هر المان محاسبه شود. 19و مطابق رابطه 

ها دهد. شماره گرهقرار می nها را خوانده و در بردار است که در آن براي هر المان شماره گره 29: این خط همانند خط 61خط 

 مورد نیاز است.براي تعیین کسینوس هادي هر المان 

ایجاد  32(این ماتریس در خط  Tفراخوانی شده. در این تابع مدول الاستیک، ماتریس  element_stressخط تابع  : در این62خط 

و ستون سوم طول هر المان  �، ستون دوم مقدار کسینوس هادي �شد که شامل سه ستون بود، ستون اول مقدار کسینوس هادي 

تنش هر المان محاسبه شده و در  19کند تا مطابق رابطه یی گره به تابع ارسال میبردار جابجا Uها و حاوي شماره گره nمتغیر است)، 

 قرار داده شود. sigmaسطر مناسب بردار 

شود که ماتریس سختی قبل از اصلاحات استفاده میبه همراه  20گاهی از معادله : در این خط براي محاسبه نیروي تکیه66خط 

شود که سطر سوم و اي حاصل میاي، بردار نیرویی گرهضرب این ماتریس در بردار جابجایی گرهاست. با  reserved_Kهمان ماتریس 

  ها مقدار نیرو در سطر مناسب قرار گرفته است.باشد. براي سایر گرههاي خارجی اعمالی به سازه میششم آن همان نیرو

که از در این خط  به طورياستفاده کرد.  42جاد شده در خط از عبارت ای توانمیگاهی : براي جدا کردن مقادیر نیروي تکیه67خط 

  شود.گاه هستند استخراج میکه مربوط به تکیهي قبل ایجاد شد، فقط اعضاي که در مرحله Rاز میان اعضاي بردار 

ها رهیر در مختصات گتوجه: این قسمت برنامه مربوط به رسم شکل سازه قبل و بعد از بارگذاري است. تا قبل از این مرحله را با تغی 

اهاي پها و شرایط مرزي براي هر خرپاي دو بعدي دیگر قابل استفاده است ولی از این بخش به بعد براي خرو ماتریس اتصال المان

  دارد. -77و  76در خطوط  مخصوصاً–متفاوت نیاز به اصلاح 

ها و بردار جابجایی، موقعیت با استفاده از مختصات گرهها استفاده نمود و در ادامه : براي رسم سازه باید از مختصات گره70خط  

 کیماتریس با دو ستون و بردار جابجایی  یکها مختصات گره–نهایی سازه را رسم کرد. ولی این دو عبارت با یکدیگر هم بعد نیستند 

K(prescribedDof(ii),:)=0; 
K(:,prescribedDof(ii))=0; 
K(prescribedDof(ii),prescribedDof(ii))=1; 

reserved_K=K;  

sigma=zeros(num_element,1); % nodal force vector, 

for i=1:num_element 

n=element(i,:); % extracting number of node for each element, 

sigma(i)=element_stress(E_e,T(i,:),n,U); % stress of each element, 

R=reserved_K*U; %total force vector, 

reaction_force=R(prescribedDof); % supported node, 
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 Xشده است و جابجایی در راستاي  بردار تک ستونی است. در این خط یک ماتریس با دو ستون براي منظم کردن بردار جابجایی ایجاد

  شود.براي هر گره در یک سطر نوشته می Yو 

شود و هر بار دو عضو متوالی از بردار جابجایی ها تکرار مییک حلقه تکرار نوشته شده که به تعداد گره طوط: در این خ73تا  71خط 

�2با شماره سطر  −   دهد.یقرار م U_matrixام ماتریس �را در سطر  �2و  1

ا هتوان موقعیت نهایی گرهاي در این خط میها و ماتریس جابجایی گره: حال با برابر بودن بعد ماتریس مختصات گره75و  74خط 

یا  74شود. براي این شرایط در خط ي اولیه و نهایی دیده نمیها ناچیز باشد، تفاوتی بین سازهاگر میزان جابجایی آورد. به دسترا 

  قرار داده شده است. 1توان میزان جابجایی را چند برابر نمود. در این جا این میزان برابر یف شده که توسط آن میمقیاس تعر

رسم نمود باید یک مسیر تعیین کنیم که با عبور  plotیک خط توسط دستور  به صورت: براي اینکه بتوان هر المان را 78و  77خط 

باشد. به این ترتیب می 3باز  تنهای و در 1، 2، 3، 4هاي ینجا مسیر به ترتیب شامل عبور از گرهاز نقاط آن کل سازه ساخته شود. در ا

اي وارون شده و بعد به انتهاي آن سطر مربوط به مختصات گره flipupشود. براي ساختن این ترتیب، ابتدا با دستور کل سازه رسم می

  قعیت نهایی نیز انجام شده است.ي سوم اضافه شده است. این کار براي ماتریس موگره

دو ستون اول و دوم ماتریس موقعیت اولیه به  80است. در خط  plot: این خطوط مربوط به رسم و تنظیمات محیط 84تا  80خط 

چنین همها یک دایره قرار دهد. ) رسم کند و در گره’o:‘خط چین ( به صورتداده شده و از برنامه خواسته شده تا سازه را  plotدستور 

امکان رسم چندین  hold onبا دستور  81). در خط linewidth’,2‘قرار دهید ( 2از برنامه خواسته شد تا ضخامت خطوط را برابر 

موقعیت  80همانند خط  82در خط  شوند.مختلف رسم می plotها در دستورات ایجاد شده است که این منحنی figureمنحنی در یک 

با توجه به ابعاد سازه، محدوده  83در خط  هایی به شکل دایره.مشکی و گره رنگخط ممتد و با  به صورتبار نهایی رسم شده ولی این 

 yو  xاز برنامه خواسته شده تا مقیاس دو محور  84است و در خط  [x_min x_max y_min y_max] به صورترسم تعیین شده که 

  را یکسان نمایش دهد.

 )conductorو طول المان ( . تابع محاسبه کسینوس هادي2,4

هاي هاي این تابع مختصات گرهورودي و همچنین طول هر المان محاسبه شود. -�و  �–هاي هادي قرار است در این تابع کسینوس

  باشد.هر المان می

  ي:توان طول المان را محاسبه نمود که همان رابطه: با توجه به مشخص بودن مختصات دو سمت هر المان، می4خط 

)24(   �� = �(�� − ��)� + (�� − ��)� 

  است.

U_matrix=zeros(num_node,2); %reorder nodal displacement as node coordinate, 

for iii=1:num_node 
    U_matrix(iii,:)=[U(2*iii-1) U(2*iii)]; 
end 

scale=1; 
last=node+scale*U_matrix; 

first_location=[flipud(node);node(3,:)]; 
end_location=[flipud(last);last(3,:)]; 

plot(first_location(:,1),first_location(:,2),':o','linewidth',2) 
hold on 
plot(end_location(:,1),end_location(:,2),'-ko','linewidth',2) 
axis ([-.1 1.1 -.1 1]) 
axis equal 

function w=conductor(x1,y1,x2,y2) 

l_e=sqrt((x1-x2)^2+(y1-y2)^2); % length of element, 



  

www.iranIDEA.net 12 

است. با توجه  Yو  Xواقع کسینوس زاویه المان با محور  : در این دو خط کسینوس هادي المان حساب شده است که در6و  5خط 

  زیر نوشت. به صورتتوان آن را به روابط هندسی می

مستقیم خروجی را با سه  به طورتوانستیم شود. البته میمحاسبه شده بر روي خروجی ریخته می :در این خط تمام سه مقدار7خط 

 .متغیر تعریف کنیم

 )element_stiffness. تابع محاسبه ماتریس سختی هر المان (3,4

سطح مقطع هر المان، مدول ماتریس سختی هر المان ساخته شود. به عنوان ورودي باید  13در این تابع قرار است با توجه به رابطه 

  موجود است. Tهاي هادي و طول المان همگی در ماتریس الاستیک، کسینوس هادي هر المان و طول المان گرفته شود. کسینوس

  شود.استخراج می المان طول، کسینوس هادي و T: در این خط با توجه به تعریف سه ستون ماتریس 6خط 

  نوشته شده است. 13ماتریس موجود در رابطه : در این خطوط اعضاي 13تا  10خط 

 )total_stiffness. تابع محاسبه ماتریس سختی کل (4,4

آن  هايگره شمارهدر این تابع قرار است ماتریس سختی کل محاسبه شود. براي این منظور باید ماتریس سختی هر المان به همراه 

�2مشخص باشد. باز هم با همان قانون  − ها ها، برخی گرهعضا را در محل مناسب خود قرار داد. در هنگام مونتاژ ماتریسباید ا �2و  1

کند. به همین دلیل ماتریس سختی هاي مشترك را روشن می. این امر نیاز به جمع شدن مقادیر در گرهدها مشترك هستنبین المان

راست هر تساوي با مقدار ماتریس یختی المان جمع شده کل نیز به عنوان ورودي این تابع است. این ماتریس در خطوط برنامه در سمت 

  شود.هاي مشترك نیز اعمال میشود. به این ترتیب اثر گرهو روي خودش ریخته می

استخراج  nالمان است. در این دو خط این دو مقدار از بردار  �و  �: سومین ورودي این تابع یک بردار است که شامل گره 7و 6خط 

  شود.می

زیر  به صورت 4x4ماتریس  یکماتریس سختی هر المان باشد. : این خطوط بخش اصلی مونتاژ ماتریس سختی کل می27تا  9خط 

  است:

)25(  

 

� = �

�(1,1) �(1,2) �(1,3) �(1,4)
�(2,1) �(2,2) �(2,3) �(2,4)
�(3,1) �(3,2) �(3,3) �(3,4)
�(4,1) �(4,2) �(4,3) �(4,4)

� 

 به صورتدر ماتریس سختی کل  25باشد، محل هر کدام از اعضاي ماتریس رابطه  �و  �هاي مربوط به این المان اره گرهاگر شم

  است. 26رابطه 

w=[l m l_e]; 

l=(x2-x1)/l_e; % cos(theta), 
m=(y2-y1)/l_e; % sin(theta) or cos(pi/2-theta), 

function w=element_stiffness(A,E,T) 

l=T(1); m=T(2); l_e=T(3); % extractiong conductor vectors and length of 
                          % element from input, 

w=E*A/l_e*[l^2 l*m -l^2 -l*m; 
           l*m m^2 -l*m -m^2; 
           -l^2 -l*m l^2 l*m; 
           -l*m -m^2 l*m m^2]; 

function w=total_stiffness(K,k,n) 

i=n(1); % number of "i" node, 
j=n(2); % number of "j" node, 
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)26(  � = �

�(2� − 1,2� − 1) �(2� − 1,2�) �(2� − 1,2� − 1) �(2� − 1,2�)
�(2�, 2� − 1) �(2�, 2�) �(2�, 2� − 1) �(2�, 2�)

�(2� − 1,2� − 1) �(2� − 1,2�) �(2� − 1,2� − 1) �(2� − 1,2�)
�(2�, 2� − 1) �(2�, 2�) �(2�, 2� − 1) �(2�, 2�)

� 

حال تنها باید این اعضاي متناظر را با هم جمع نمود و بر روي عنصري با بعد برابر از ماتریس سختی کل ریخت. این کار در خطوط 

براي سطر  27تا  24براي سطر سوم و در خطوط  22تا  19براي سطر دوم، در خطوط  17 تا 14براي سطر اول، در خطوط  12تا  8

  چهارم از ماتریس سختی هر المان نوشته شده است.

م به مستقی به طورتوان ماتریس سختی را شود. البته میمتغیر خروجی ریخته می روي: در این خط ماتریس سختی کل، بر 29خط 

  عرفی کرد.عنوان خروجی تابع م

 )element_stress. تابع محاسبه تنش در هر المان (5,4

باشد. با توجه به این رابطه به مدول الاستیک، کسینوس هادي می 19در این تابع هدف محاسبه تنش در هر المان با توجه به رابطه 

 طول وکسینوس هادي  اند.ورودي تابع قرار داده شده ها و بردار جابجایی نیاز داریم. این عبارات به عنوان، شماره گره، طول المانالمان

 شوند.خوانده می Tبه عنوان ماتریس 

  هاي هر المان خوانده شده است.ي گرهشماره n: از بردار 5خط 

  خوانده شده است. Tول المان از ماتریس ط: در این خطوط مقادیر کسینوس هادي و 7و  6خط 

باشد، به ترتیب اعضاي  �و  �ها ایی مخصوص آن المان ایجاد شود. براي این کار اگر شماره گره: براي هر المان باید بردار جابج8خط 

�2هاي اي المان سطربردار جابجاي گره − 1 ،2� ،2� −   اي کل است.از بردار جابجایی گره �2و  1

  باشد.یباشد که خروجی آن همان تنش مربوط به المان ممی 19: این خط بازنویسی رابطه 9خط 

K(2*i-1,2*i-1)=K(2*i-1,2*i-1)+k(1,1); 
K(2*i-1,2*i)=K(2*i-1,2*i)+k(1,2); 
K(2*i-1,2*j-1)=K(2*i-1,2*j-1)+k(1,3); 
K(2*i-1,2*j)=K(2*i-1,2*j)+k(1,4); 
  
K(2*i,2*i-1)=K(2*i,2*i-1)+k(2,1); 
K(2*i,2*i)=K(2*i,2*i)+k(2,2); 
K(2*i,2*j-1)=K(2*i,2*j-1)+k(2,3); 
K(2*i,2*j)=K(2*i,2*j)+k(2,4); 
  

K(2*j-1,2*i-1)=K(2*j-1,2*i-1)+k(3,1); 
K(2*j-1,2*i)=K(2*j-1,2*i)+k(3,2); 
K(2*j-1,2*j-1)=K(2*j-1,2*j-1)+k(3,3); 
K(2*j-1,2*j)=K(2*j-1,2*j)+k(3,4); 
  

K(2*j,2*i-1)=K(2*j,2*i-1)+k(4,1); 
K(2*j,2*i)=K(2*j,2*i)+k(4,2); 
K(2*j,2*j-1)=K(2*j,2*j-1)+k(4,3); 
K(2*j,2*j)=K(2*j,2*j)+k(4,4); 

w=K; 

function s=element_stress(E_e,T,n,U) 

i=n(1); j=n(2); % extracting number of node, 

l=T(1); m=T(2); % extractiong conductor vectors, 
l_e=T(3); % extractiong conductor vectors, 

u=[U(2*i-1) U(2*i) U(2*j-1) U(2*j)]'; %displacement vector of element, 

s=E_e/l_e*[-l -m l m]*u; % stress calculation, EQ #19 
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  بررسی نتایج .5

  یر است:ز به صورتآید. این بردار را در برنامه به یک ماتریس تبدیل نمودیم. این ماتریس می به دستبا اجراي برنامه بردار جابجایی 

Node �� �� 

1 0.00000 0.00000 

2 0.12500 0.00000 

3 0.02768 -0.10728 

4 0.00000 0.00000 
  

کامل مشخص  به طورها گاهدر این شکل اثر تکیه است. 7شکل  به صورت displacement resultحاصل از بخش  همچنین نمودار

  است.

  
  

 ها نیز همانند جدول زیر است.تنش در المان

element � 

1 25.000 

2 -26.821 

3 -7.091 

4 5.537 

 
 زیراست. به صورتگاهی همچنین نیرو تکیه

 Reaction force 

��,� -155.706 

��,� 35.435 

��,� 214.565 

��,� -44.294 

��,� 0.000 
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  اعمال جابجایی به عنوان شرایط مرزي .6

گاه با جابجایی صفر بود. به همین دلیل بخش از کد نوشته شده نیروي متمرکز و تکیه به صورتدر بخش قبل تمام شرایط مرزي 

ا هاي است که در آن یکی از گرهبدون استفاده بود. در اینجا هدف بررسی سازه عملاً سختی و بردار نیرویی  در قسمت اصلاح ماتریس

  داراي جابجایی به عنوان شرایط مرزي است.

  . صورت مسئله1,6

  ها در شکل مشخص شده است.ها و الماني گرهرا در نظر بگیرید. شماره 8اي همانند شکل سازه

  
  زیر است: ه صورتبها مختصات گره

y (m)  x (m)  Node Number 
0  0  1  
0  1  2  
0  2  3  

0.7 0.5 4 
0.7  1.5  5  

 
��مدول الاستیک  = ��و سطح مقطع  ���200 = داراي جابجایی برابر  2ي ي شمارههمچنین گره باشد.می���100

0.1m  در خلاف جهت محورY لوب است محاسبه:با مشخص بودن این موارد مط باشد.می  

 ايبردار جابجایی گره  

 تنش در هر المان  

 گاهینیروي تکیه 

  

  MATLAB. برنامه 2,6

باید  displacement resultگاهی به همراه مرحله ها و شرایط تکیههاي اصلی برنامه همانند بخش قبل است و فقط وروديبخش

موجود  truss_2D_FEM_displacementشود. برنامه با نام آورده می اندکرده تغییراصلاح شود. در این بخش فقط خطوط برنامه که 

   است.
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  : اصلاح مساحت سطح مقطع12خط 

  ها: اصلاح مختصات گره15خط 

  : اصلاح ماتریس اتصال المانی17خط 

  شود.به سیستم وارد نمی خارجیشود، زیرا هیچ نیروي : این عبارت حذف می39خط 

�2کند. همانند گذشته از هاي این خط تغیر میاي شمارهها و همچنین محل اعمال جابجایی گرهگاه: با توجه به تکیه40خط  − 1 

 باشد.شماره گره می �است که  شدهاستفادهها براي تعیین این شماره �2و 

  شود.در این بخش اعمال می Yو در خلاف جهت محور  2: جابجایی در گره 44خط 

باشد. می 5و  3، 2، 5، 4، 2، 1، 4هاي ها عبور کند به ترتیب شامل گرهاین سازه مسیري که از تمام المان : براي رسم78و  77خط 

 زیر اعمال شده است. به صورتها قبل و بعد از جابجایی این مسیر براي مختصات گره

  شود.تعین می مجدداًرسم  ي: با توجه به ابعاد سازه، محدوده83خط 

  . بررسی نتایج3,6

  یر است:ز به صورتآید. این بردار را در برنامه به یک ماتریس تبدیل نمودیم. این ماتریس می به دستا اجراي برنامه بردار جابجایی ب

Node �� �� 

1 0.00000 0.00000 

2 0.01730 -0.10000 

3 0.03460 0.00000 

4 0.03460 -0.05618 

5 0.00000 -0.05618 
  

به ها گاهاثر تکیه 7نیز همانند شکل است. در این شکل  9شکل  به صورت displacement resultحاصل از بخش  همچنین نمودار

 ها نیز همانند جدول زیر است.تنش در المان کامل مشخص است. طور

element � 

1   3.46 

2 3.46 

3 -5.95 

4 5.95 

5 5.95 

6 -5.95 

7 -6.92 

A_e=100; % unit mm^2, 

node=[0 0;1 0;2 0;.5 .7;1.5 .7]; % nodal coordinate, unit m, 

element=[1 2;2 3;1 4;4 2;2 5;3 5;4 5]; % element connection, 

prescribedDof=[1 2 4 6]; % supported node, 

U(4)=-.1; % u is a known displacement in a Node, 

first_location=[node(4,:);node(1,:);node(2,:);node(4,:);node(5,:);… 
                                            node(2,:);node(3,:);node(5,:)]; 
end_location=[last(4,:);last(1,:);last(2,:);last(4,:);last(5,:);last(2,:);…   
                                                      last(3,:);last(5,:)]; 

axis ([-.1 2.1 -.1 1]) 
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 زیراست. صورت بهگاهی همچنین نیرو تکیه

 Reaction force 

��,� 0.00 
��,� 484.39 
��,� -968.79 
��,� 484.39 

  

  

  تمرین .7

  زیر است: به صورتها ، مختصات گره10اي همانند شکل در سازه

y (m)  x (m)  Node Number 
0  0  1  

1.5  0  2  
1.5  1.5  3  
-1.5 1.5 4 
1.5  -1.5  5  
-1.5 -1.5 6 

 
��مدول الاستیک  = ��و سطح مقطع  ���210 =  0.1mداراي جابجایی برابر  1ي ي شمارهباشد. همچنین گرهمی ���80

  باشد. با مشخص بودن این موارد مطلوب است محاسبه:می Yدر جهت محور 

 ايبردار جابجایی گره  

 تنش در هر المان  

 گاهینیروي تکیه 
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